
Bei diesen „Lösungen“ handelt es sich um 
Lösungsskizzen, Ansätze und Endergebnisse. 
Die „Lösungen“ können nicht als Muster für 

Klausur-Lösungen angesehen werden. 
Außerdem wurden die „Lösungen“ nicht 

noch einmal auf ihre Richtigkeit kontrolliert 
und können Fehler enthalten.  

Diese „Lösungen“ dienen lediglich zum 
Abgleich eurer Ergebnisse. Wenn ihr unsicher 

seid, fragt lieber noch einmal nach.  
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MATHEMATIK

VERBINDET

Direkte Summe,
Lineare Fortsetzung,
Abbildungsmatrizen

1. Aufgabe : (Direkte Summe)

Seien K := R und V := M3×2(R). Sei weiter U1 := {A = (aij) ∈ M3×2(R) | aij = 0 für i > j} ≤K V . Zeige,
dass es einen K-Teilraum U2 von V gibt so, dass U1 ⊕ U2 = V ist!
Lösung:
Voraussetzung: Seien K := R und V := M3×2(R). Seien weiter U1 := {A = (aij) ∈ M3×2(R) | aij = 0 für i >

j} ≤K V und U2 :=


0 0

a 0
b c

 | a, b, c ∈ R

 ⊆ V .

Behauptung: Es ist U1 ⊕ U2 = V .
Beweis: Mit dem Teilraumkriterium lässt sich zeigen, dass U2 ein K-TR von V ist. Es ist

U1 = {A = (aij) ∈ M3×2(R) | aij = 0 für i > j}

=


a b

0 c
0 0

 | a, b, c ∈ R

 .

Sei nun A ∈ V beliebig. Dann existieren a, b, c, d, e, f ∈ K so, dass

A :=

a b
c d
e f

 =

0 0
c 0
e f


︸ ︷︷ ︸
=:A2∈U2

⊕

a b
0 d
0 0


︸ ︷︷ ︸
=:A1∈U1

ist. Wir sehen also, dass für A schon A1 ∈ U1 und A2 ∈ U2 existieren so, dass A = A1 ⊕A2 ist. Angenommen
es existieren B1 ∈ U1 und B2 ∈ U2 mit B1 ̸= A1, B2 ̸= A2 so, dass A = B1 ⊕ B2 ist. Dann existieren
x, y, z, m, n, p ∈ K so, dassa b

c d
e f

 = A = B1 ⊕ B2 :=

0 0
x 0
y z

 ⊕

m n
0 p
0 0

 =

m n
x p
y z


ist. Aus den Einträgen der Matrizen sehen wir nun, dass m = a, n = b, x = c, p = d, y = e, z = f sind, und
damit sind

B2 =

0 0
x 0
y z

 =

0 0
c 0
e f

 = A2 und B1 =

m n
0 p
0 0

 =

a b
0 d
0 0

 = A1

im Widerspruch zu B1 ̸= A1, B2 ̸= A2. Somit existieren für alle A ∈ V schon eindeutig bestimmte A1 ∈
U1, A2 ∈ U2 so, dass A = A1 ⊕ A2 ist. Mit Lemma 3.20 (a) und (b) folgt nun schon, dass V = U1 ⊕ U2 ist.
(Alternativ: Summe zeigen und U1 ∩ U2 = {0V } zeigen. )



2. Aufgabe : (Direkte Summe)

Seien K := R und sei V := R5. Seien weiter U1 := {(a, 0, c, 0, e) ∈ V | a − c − e = 0} und U2 :=
⟨{(3, 0, 0, 1, 0), (0, 0, 2, 0, −3), (−4, 0, 0, 0, −2)}⟩K .

a) Berechne dimK(U1 + U2)!

b) Ist U1 + U2 eine direkte Summe? Beweise!

Sei nun U3 := ⟨{(1, 0, 0, 0, 0), (0, −3, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1
2 , 0)}⟩K .

c) Zeige, dass V = U1 ⊕ U3 ist!

d) Finde eine Basis B von U1 und eine Basis C von U3 so, dass B ∪ C eine Basis von V ist!

Lösung:
Voraussetzung: Seien K := R und sei V := R5. Seien weiter U1 := {(a, 0, c, 0, e) ∈ V | a − c − e = 0}, U2 :=
⟨{(3, 0, 0, 1, 0), (0, 0, 2, 0, −3), (−4, 0, 0, 0, −2)}⟩K und U3 := ⟨{(1, 0, 0, 0, 0), (0, −3, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1

2 , 0)}⟩K .

a) Behauptung: Es ist dimK(U1 + U2) = 4
Beweis: Es ist

U2 = ⟨{(3, 0, 0, 1, 0), (0, 0, 2, 0, −3), (−4, 0, 0, 0, −2)}⟩K

= {a · (3, 0, 0, 1, 0) + b · (0, 0, 2, 0, −3) + c · (−4, 0, 0, 0, −2) | a, b, c ∈ K}
= {(3a − 4c, 0, 2b, a, −3b − 2c) | a, b, c ∈ K}.

Weiter ist nun

U1 ∩ U2 = {(a, 0, c, 0, e) ∈ V | a − c − e = 0} ∩ {(3a − 4c, 0, 2b, a, −3b − 2c) | a, b, c ∈ K}
= {(3a − 4c, 0, 2b, a, −3b − 2c) | a, b, c ∈ K, a = 0, 3a − 4c − 2b + 3b + 2c = 0}
= {(−4c, 0, 2b, 0, −3b − 2c) | b, c ∈ K, −2c + b = 0}
= {(−4c, 0, 2b, 0, −3b − 2c) | b, c ∈ K, b = 2c}
= {(−4c, 0, 4c, 0, −6c − 2c) | c ∈ K, }
= {(−4c, 0, 4c, 0, −8c) | c ∈ K}
= {c · (−4, 0, 4, 0, −8) | c ∈ K}
= {c · (−1, 0, 1, 0, −2) | c ∈ K}
= ⟨{(−1, 0, 1, 0, −2)}⟩K .

Es ist {(−1, 0, 1, 0, −2)} linear unabhängig, also ist {(−1, 0, 1, 0, −2)} eine K-Basis von U1 ∩ U2 und es
ist dimK(U1 ∩ U2) = |{(−1, 0, 1, 0, −2)}| = 1. Weiter ist

U1 = {(a, 0, c, 0, e) ∈ V | a − c − e = 0}
= {(a, 0, c, 0, e) ∈ V | a = c + e}
= {(c + e, 0, c, 0, e) | c, e ∈ K}
= {c · (1, 0, 1, 0, 0) + e · (1, 0, 0, 0, 1) | c, e ∈ K}
= ⟨{(1, 0, 1, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 1)}⟩K .

Es ist auch {(1, 0, 1, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 1)} linear unabhängig, also eine K-Basis für U1 und damit ist
dimK(U1) = |{(1, 0, 1, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 1)}| = 2. Weiterhin ist auch {(3, 0, 0, 1, 0), (0, 0, 2, 0, −3), (−4, 0, 0, 0, −2)}
linear unabhängig, also eine K-Basis für U2 und damit ist dimK(U2) =
|{(3, 0, 0, 1, 0), (0, 0, 2, 0, −3), (−4, 0, 0, 0, −2)}| = 3. Mit Satz 3.18 ist nun

4 = 2 + 3 − 1 = dimK(U1) + dimK(U2) − dimK(U1 ∩ U2) = dimK(U1 + U2)

und das ist insgesamt die Behauptung.



b) Behauptung: U1 + U2 ist keine direkte Summe.
Beweis: Angenommen U1 + U2 ist eine direkte Summe. Wäre U1 + U2 eine direkte Summe, dann wäre
U1 ∩U2 = {0V }. Dann wäre dimK(U1 ∩U2) = 0. In a) haben wir aber gezeigt, dass dimK(U1 ∩U2) = 2
ist und das ist ein Widerspruch. Also ist U1 + U2 keine direkte Summe.

c) Behauptung: Es ist V = U1 ⊕ U3.
Beweis: Es ist klar, dass U1 + U3 ⊆ V ist. Es sei (a, b, c, d, e) ∈ V . Dann ist

(a, b, c, d, e) = c · (1, 0, 1, 0, 0) + e · (1, 0, 0, 0, 1)︸ ︷︷ ︸
=:u1∈U1

+

(a − c) · (1, 0, 0, 0, 0) +
(

−1
3

)
b · (0, −3, 0, 0, 0) + 2d · (0, 0, 0,

1
2 , 0)︸ ︷︷ ︸

=:u3∈U3

Wir finden also für beliebiges (a, b, c, d, e) ∈ V schon u1 ∈ U1, u3 ∈ U3 so, dass (a, b, c, d, e) = u1 + u3
ist, also ist V ⊆ U1 + U3 und damit ist V = U1 + U3. Wir wissen, dass dimK(U1) = 2 ist. Es ist
{(1, 0, 0, 0, 0), (0, −3, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1

2 , 0)} linear unabhängig, also eine K-Basis für U3 und damit ist
dimK(U3) = |{(1, 0, 0, 0, 0), (0, −3, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1

2 , 0)}| = 3. Also ist

dimK(U1) + dimK(U2) = 2 + 3 = 5 = dimK(V )

und mit Lemma 3.20 ist dann schon V = U1 ⊕ U2.

d) Wir wissen aus a), dass {(1, 0, 1, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 1)} =: B eine K-Basis von U1 und wir wissen aus c),
dass {(1, 0, 0, 0, 0), (0, −3, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1

2 , 0)} =: C eine K-basis von U3 ist. Damit erzeugt B ∪ C
schon ganz V , da U1 ⊕ U2 = V ist. Da |B ∪ C| = 5 = dimK(V ) ist, ist damit B ∪ C eine K-Basis von
V .

3. Aufgabe : (lineare Fortsetzung)

Seien K := R, V := R3, W := R2 und sei B := {(2, 1, 0), (0, 0, 1), (−1, 0, 3)} eine Basis von V . Sei die
Abbildung β ∈ HomK(V, W ) gegeben durch die Bilder der Basisvektoren von B wie folgt:

(2, 1, 0)β : = (1, 0)
(0, 0, 1)β : = (0, 3)

(−1, 0, 3)β : = (−1, 9).

a) Beschreibe, wie ein beliebiger Vektor v ∈ V unter β abgebildet wird!

b) Berechne die Bilder von (1, 1, 0), (3, 0, 1) und (4, 7, −3) unter β!

Lösung:
Voraussetzung: Seien K := R, V := R3, W := R2 und sei B := {(2, 1, 0), (0, 0, 1), (−1, 0, 3)} eine Basis von
V . Sei die Abbildung β ∈ HomK(V, W ) gegeben durch die Bilder der Basisvektoren von B wie folgt:

(2, 1, 0)β : = (1, 0)
(0, 0, 1)β : = (0, 3)

(−1, 0, 3)β : = (−1, 9).

a) Sei v ∈ V ein beliebieger Vektor. Dann existieren λ1, λ2, λ3 ∈ K so, dass

v = λ1 · (2, 1, 0) + λ2 · (0, 0, 1) + λ3 · (−1, 03)



ist, weil B eine K-Basis von V ist. Um v nun unter β abzubilden, benutzen wir die Homomorphieeigen-
schaft von β:

vβ = (λ1 · (2, 1, 0) + λ2 · (0, 0, 1) + λ3 · (−1, 03))β

= λ1 · (2, 1, 0)β + λ2 · (0, 0, 1)β + λ3 · (−1, 03)β

= λ1 · (1, 0) + λ2 · (0, 3) + λ3 · (−1, 9).

So können wir jeden beliebigen Vektor v ∈ V mit β abbilden. (Alternativ kann man hier auch nach
einer konkreten Abbildungsvorschrift suchen. Diese ist dann f.a. (a, b, c) ∈ V wie folgt: (a, b, c)β :=
(a − b, 3c).)

b) Es sind:

(1, 1, 0)β = (1 · (2, 1, 0) + (−3) · (0, 0, 1) + 1 · (−1, 0, 3))β

= 1 · (1, 0) + (−3) · (0, 3) + 1 · (−1, 9)
= (0, 0)

(3, 0, 1)β = (0 · (2, 1, 0) + 10 · (0, 0, 1) + (−3) · (−1, 0, 3))β

= 0 · (1, 0) + 10 · (0, 3) + (−3) · (−1, 9)
= (3, 3)

(4, 7, −3)β = (7 · (2, 1, 0) + 27 · (0, 0, 1) + (−10) · (−1, 0, 3))β

= 7 · (1, 0) + 27 · (0, 3) + (−10) · (−1, 9)
= (17, −9)

4. Aufgabe : (Abbildungsmatrix)

Sei K := R und seien V := R3, W := R2. Sei φ ∈ HomK(V, W ) definiert wie folgt: für alle (a, b, c) ∈ V sei
(a, b, c)φ := (a + c, 2(a + b)).

a) Schreibe Bild(φ) als Erzeugnis!

b) Stelle φ als Abbildungsmatrix M(φ, B̂, Ĉ) bezüglich geeigneter geordneter Basen dar!

c) Erkläre an einem selbstgewählten Beispiel, wie man aus M(φ, B̂, Ĉ) die Bilder von konkreten Vektoren
berechnen kann!

Lösung:
Voraussetzung: Sei K := R und seien V := R3, W := R2. Sei φ ∈ HomK(V, W ) definiert wie folgt: für alle
(a, b, c) ∈ V sei (a, b, c)φ := (a + c, 2(a + b)).

a) Bild(φ) = ⟨(1, 2), (0, 1)⟩K (z.B.)

b) Seien B̂ die geordenete Standardbasis von V und Ĉ die geordenete Standardbasis von W . Es sind

(1, 0, 0)φ = (1, 2) = 1 · (1, 0) + 2 · (0, 1)
(0, 1, 0)φ = (0, 2) = 0 · (1, 0) + 2 · (0, 1)
(0, 0, 1)φ = (1, 0) = 1 · (1, 0) + 0 · (0, 1).

Daraus ergibt sich

M(φ, B̂, Ĉ) =

1 2
0 2
1 0

 .



c) Es ist (1, 1, 2) ∈ V . Wollen wir nun (1, 1, 2) mithilfe von M(φ, B̂, Ĉ) mit φ darstellen. Das geht z.B.
so:
Es ist (1, 1, 2) = 1 · (1, 0, 0) + 1 · (0, 1, 0) + 2 · (0, 0, 1). Wie die drei Basisvektoren abgebildet werden,
sagt uns die Abbildungsmatrix. Daraus können wir das Bild für (1, 1, 2) berechnen. Es ist

(1, 1, 2)φ = (1 · (1, 0, 0) + 1 · (0, 1, 0) + 2 · (0, 0, 1))φ

= 1 · (1, 0, 0)φ + 1 · (0, 1, 0)φ + 2 · (0, 0, 1)φ

= 1 · (1 · (1, 0) + 2 · (0, 1)) + 1 · (0 · (1, 0) + 2 · (0, 1)) + 2 · (1 · (1, 0) + 0 · (0, 1))
= (3, 4).

5. Aufgabe : (Abbildungsmatrix)

Matrix-Sudoku! Sei

A :=

1 0
2

0 −3


Interpretiere A als Abbildungsmatrix bezüglich der geordneten Standardbasis und ergänze so, dass ...

a) die Dimension des Bildes gleich 2 ist!

b) im Kern nur der Nullvektor liegt!

Lösung:

a) Voraussetzung: (z.B.) Sei

A :=

1 0 0
0 2 2
0 −3 −3

 .

die Abbildungsmatrix eines Endomorphismus Abbildung α bezüglich der geordneten Standardbasis.
Behauptung: Es ist dimK(Bild(α)) = 2.
Beweis: Mit Lemma 5.14 ist dimK(Bild(α)) = Rg(A). Wir betrachten die Spaltenvektoren von A. Der
zweite und dritte Spaltenvektor sind gleich (beide (0, 2, −3)), und damit linear Abhängig. es sind aber
(1, 0, 0), (0, 2, −3) linear unabhängig. Es ist also {(1, 0, 0), (0, 2, −3)} eine Basis des Spaltenraumes, die
Dimension des Spaltenraums ist also 2. Der Rang von A ist also höchstens 2. Nun betrachten wir
den Zeilenraum: Es sind (1, 0, 0) und (0, 2, 2) linear unabhängig, die Dimension ist also mindestens 2.
Insgesamt ist damit Rg(A) = 2, also ist dimK(Bild(α)) = 2.

b) Voraussetzung: (z.B.) Sei

A :=

1 1 0
0 0 2
0 −3 −3

 .

die Abbildungsmatrix eines Endomorphismus Abbildung α bezüglich der geordneten Standardbasis.
Behauptung: In Kern(α) liegt nur der Nullvektor.
Beweis: Mit Lemma 5.14 ist dimK(Bild(α)) = Rg(A). Sei nun V ein Vektorraum so, dass α : V 7→ V
ist. Da es sich um eine 3 × 3 Matrix handelt, sehen wir, dass dimK(V ) = 3 sein muss. Es sind sowohl
die Zeilen- als auch die Spaltenvektoren linear unabhängig, also ist 3 = Rg(A) = dimK(Bild(α)). Mit
Satz 4.8 ist dann schon

3 = dimK(V ) = dimK(Bild(α)) + dimK(Kern(α)) = 3 + dimK(Kern(α)) ⇒ dimK(Kern(α)) = 0

und damit liegt im Kern von α nur der Nullvektor.



6. Aufgabe : (Abbildungsmatrix)

Matrix-Sudoku die Zweite! Sei

A :=

1 0
1

0 1


Interpretiere A als Abbildungsmatrix bezüglich der geordneten Standardbasis für R3. Ist es möglich die
Matrix so zu vervollständigen, dass der Vektor (1, 1, 1) das Bild (−1, −1, −1) hat und der Vektor (−1, 0, −1)
das Bild (1, 0, 2)?
Lösung:
Voraussetzung: Sei

A :=

1 a 0
b c 1
0 1 d

 ∈ M3×3(R)

die Abbildungsmatrix einer Abbildung α : R3 7→ R3 bezüglich der geordneten Standardbasis für R3.
Behauptung: Es gibt keine a, b, c, d ∈ R so, dass der Vektor (1, 1, 1) das Bild (−1, −1, −1) hat und der Vektor
(−1, 0, −1) das Bild (1, 0, 2).
Beweis: Angenommen es existeren a, b, c, d ∈ R so, dass (−1, 0, −1)α = (1, 0, 2) ist. Dann wäre

(1, 0, 2) = (−1, 0, −1)α

= (−1 · (1, 0, 0) + 0 · (0, 1, 0) + (−1) · (0, 0, 1))α

= (−1) · (1, 0, 0)α + (−1) · (0, 0, 1)α

= (−1) · (1 · (1, 0, 0) + a · (0, 1, 0)) + (−1) · (1 · (0, 1, 0) + d · (0, 0, 1))
= (−1, −a − 1, −d).

In der ersten Komponente sehen wir nun 1 = −1 und das ist ein Widerspruch. Also existieren keine
a, b, c, d ∈ R so, dass der Vektor (1, 1, 1) das Bild (−1, −1, −1) hat und der Vektor (−1, 0, −1) das Bild
(1, 0, 2).

7. Aufgabe : (Abbildungsmatrix, lineare Fortsetzung)

Seien V ein K-Vektorraum mit dimK(V ) = 4. Seien weiter λ, δ ∈ K fest sowie B := {b1, b2, b3, b4} eine
K-Basis von V . Sei α : B 7→ V gegeben wie folgt: für alle v ∈ B sei vα := λ · v + δ · b1. Sei α̃ ∈ HomK(V, V )
die K-lineare Fortsetzung von α.

a) Stelle M(α̃, B̂, B̂) auf!

b) Ermittle aus M(α̃, B̂, B̂) die Dimension des Bildes und des Kerns von α̃! Ist α̃ bijektiv?

Lösung:
Voraussetzung: Seien V ein K-Vektorraum mit dimK(V ) = 4. Seien weiter λ, δ ∈ K fest sowie B :=
{b1, b2, b3, b4} eine K-Basis von V . Sei α : B 7→ V gegeben wie folgt: für alle v ∈ B sei vα := λ · v + δ · b1.
Sei α̃ ∈ HomK(V, V ) die K-lineare Fortsetzung von α.

a) Auf den Basisvektoren wirkt α̃ genau wie α. Es sind

bα̃
1 = λb1 + δb1 = (λ + δ)b1 + 0b2 + 0b3 + 0b4

bα̃
2 = λb2 + δb1 = δb1 + λb2 + 0b3 + 0b4

bα̃
3 = λb3 + δb1 = δb1 + 0b2 + λb3 + 0b4

bα̃
4 = λb4 + δb1 = δb1 + 0b2 + 0b3 + λb4.



Daraus ergibt sich die Abbildungsmatrix

M(α̃, B̂, B̂) =


λ + δ 0 0 0

δ λ 0 0
δ 0 λ 0
δ 0 0 λ

 .

b) Behauptung: Für λ ̸= 0K ist (dimK Kern(α)) = 0 und α̃ ist bijektiv. Für λ = 0K ist (dimK Kern(α)) =
3 und α̃ ist nicht bijektiv.
Beweis: Aus Aufgabe a) kennen wir M(α̃, B̂, B̂) =: A. Sei nun zuerst λ ̸= 0K . Wir sehen, dass A
eine untere Dreiecksmatrix ist und können so schnell Rg(A) = 4 ermitteln. Mit Lemma 5.14 ist nun
4 = Rg(A) = dimK(Bild(α̃)) und mit Satz 4.8 folgt dann schon

4 = dimK(V ) = dimK(Bild(α̃)) + dimK(Kern(α̃)) = 4 + dimK(Kern(α̃)) ⇒ dimK(Kern(α̃)) = 0.

Mit Lemma 2.25 ist α̃ dann injektiv und mit Korollar 4.9 ist α̃ auch surjektiv, also insgesamt bijektiv.
Sei nun λ = 0K . Dann ist

M(α̃, B̂, B̂) =


δ 0 0 0
δ 0 0 0
δ 0 0 0
δ 0 0 0

 .

Wir sehen, dass unter α̃ dann bα̃
1 = δb1 = bα̃

2 ist. Da aber b1 ̸= b2 ist, weil beide in B sind und B eine
K-Basis ist, ist α̃ somit nicht injektiv und insgesamt nicht bijektiv. (Alternativ wieder mit Dimension
von Kern und Bild.)


